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3次モーメントによる画像の非対称性評価法
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Abstract Th日 paperstαtes aboutαmethod to evαluate imα.ge symmetry旬 α:pplying3rd order 
moment凹hichis used mainly to discuss probαbility distribution. The 3rd order moment showsαuseful 
properties of shiftαηd rotαtion invαriant. And仇isvalue becomes to zero in cωe that the anαlyzed figure is 
αregular polygon. 80， t九日間e回 ure悶 applicablein pattern問cognitionto distinguish regular polygon jトom
others. 
1. はじめに
画像処理の研究の大まかな流れは、情報の抽出の高
度な判断をコンピュ}タにさせることにより、より知
的で柔軟な画像処理システムを構築する方向に進んで
いる。本テーマでは、ある特定の画像に対する画像処理
システムにおいて高次モ」メントによって定量化され
た特徴が画像の識別を行う際の有効な判断材料となり
得るかどうかについての検討を行った。本稿では、まず
図形の上下および左右の対称性の尺度化を試みる。尺
度化するにあたっては、 21直画像の場合のハミング距離
や連続的な濃淡爾像を考える場合の偶奇関数といった
方法が挙げられるが、ここでは、図形の対称性を表す
尺度として3次モーメントを提案する1)。重心を基準に
した場合、 3次モーメントがシフト不変、回転不変の性
質を保持していることを述べ、これが多角形を正多角
形とそれ以外に分離可能な尺度として利用できること
を示す。
2. 図形の対称性の尺度化
xy平面の有限な領域(α 壬z壬b ，c$， y$， d)に
存在する濃淡画像をf(x，y)で表す。但し、
0壬f(x，y) $，A ???
である。簡単のためf(x，y)はx，y方向に走査されてい
るものとし、またこの画像はモノクロームであると仮
定して話を進める。
次に画像を分析する際の基準点を一つ選び、これを
g'x，91Jで表す。この選び方にはいく通りか考えられる。
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例えば、画像に依存しない量として、
< 1 > x，yの原点(0，0)、
く 2> 分析領域の中央、すなわち、
({bー α}/2 ， {d-c}/2) 
また、画像を分析して得られる値には、
<3> 画像の中心
などが考えられる。ここでは、この基準点の選び方に
ついては詳しく言及しないが、画像の重心を念頭に置
いて議論を進める。このように、 f(x，y)と9x，9yが与
えられたとき、画像の対称性(あるいは非対称性)を示
す尺度について考察を進めてゆ〈。
2.1 偶関数と奇関数
画像f(x，y)のY=y1における走査信号を簡単のため
f(x)で表すことにする。今、信号f(x)があり、分析範
関内に座標の原点があるものとすると、この関数は次
のように偶関数fe(x)と奇関数fo(x)に分解できる2)。
f(x) = fe(x)十fo(x) (2) 
但し
ん(x)= {f(x) + f( -x)}/2 (3) 
fo(x) = {f(x) -f( -x)} /2 (4) 
ここでん(x)はf(x)の偶関数成分を、またfo(x)は
f(x)の奇関数成分を表しており、これらの値からz方
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向の非対称性の尺度として、例えば、次の値を考える
ことができる。
'Yx = 
tん山
lfe(戸高不。(X)2
(5) 
一方、 fe(x)とfo(x)はフーリエ変換の実、虚部に等し
し、カ泊ら、
Fe(ω) = Re[F(ω)] (6) 
Fo(ω) = Im[F(ω)] (7) 
となる。{昆し、
F(ω)=ひ(xげ (8) 
凡(ω)=にん(xげ (9) 
Fo(ω) = Iん(x)e-j2'rr叫 dx (10) 
←∞ 
である。ここで、積分範屈は f(x) の性質から α ~b に
置き換えることができる。
このようにして、フ}リエ変換を用いて非対称性の
尺度化が可能であるが、対称の基準点にはく 1>のx，Y
原点を採用していることになる。これは同一図形であっ
ても、分析領域内の平行移動に対して、その尺度が影
饗される欠点をともなうため、このままでは画像の分
析に適さない。
2.2 ハミングの短磁
画像f(x，y)にが2値画像に限定される場合、走査さ
れた信号f(x，Yl)を基準点(9x，9y)に関して折り返した
とき、左右(あるいは上下)のハミング距離3)を用いて、
非対称性を表すことが考えられる。
すも I 
H=乞f(X+9x-kb.，Yl)-J(X十9x+kム+l'Yl)(日)
k=O 
{旦し
f(x，y) = {O， 1}
ム画像の走査ステップ
H:ハミングの距離
n ハミングの距離を計算するデ}タ数
である。この場合、適用可能な画像は2値画像に限定
される。
3. n次モーメント
ここでは非対称性の尺度としてn次モ」メントを用
いる。まず、 f(x，y)ど0であることからY=仇での走
査信号f(x，Yl)のx=xからx=x+ムzにおける確率
密度を考える。これは
f(x， Yl)ムz
lb f(X，Yl凶 (12) 
で与えられる。したがって、 (x-9x)nの期待値、すな
わち9xに関するn次モーメントは次式で与えられる。
f(x -9x)n f(x， Yl)批
f川 )dx (13) 
この礼次モーメントは対称、の基準点が原点に固定さ
れることがない。したがって、 9xとして画像の重心な
どを用いれば、いわゆる時系列信号におけるシフト不
変であり、画像分析に大変都合がよい。また、ハミン
グの距離のように2値画像に限定されることもなく、一
般の濃淡画像にも応用可能である特長を有している。
一本の走査線に関し、このようにして導入される高
次モ}メントを全ての走査線に関しこれを平均し、画
像全体についての非対称性の尺度化することを試みる。
4. Skewness 
4・1 3次モーメントとskewness
走査線f(x，Yl)のx= 9x周りのn次モ}メントは式
(13)のようになる。一方、濃淡画像の各走査線につい
ての積分値は、
lb f(X，Yl凶 ο
となり、これはf(x，y)と0より、非負である。各走査
線について得られる (13)を(14)を重みとしてU方向に
積分すると次式のようになる。
II [(x-9x川 (15) 
このようにして得られた値、つまり各走査線をその
積分値に比例する重みで加え合わせた値は、 9xに関す
る画像のz方向の性質を反映した尺度の一つになって
いる。したがって、 x=9xおよびY= 9y周りの平均の
そ}メントは(16)，(17)のように表現する事ができる。
I'd I'b 
μn = I I (x-9x)n f(x， y)dxdy (15) 
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I'b I'd 
λn = I I (y -gy)勺(x，y)のdx (17) 
Ja JC 
さて、 skew問 ssは(18)で表わされるように、 3次
モーメントを2次モーメントの3/2乗で規格化したも
ので定義されている4)。
kμs Sla世mess=・ー司ーーーー
μ23/2 
(18) 
ここで、 z、U方向の各走査線についてg"，あるいはgy
からの標準偏差句、%は(16)、(17)においてn=2の
場合に相当するから、
σ3=向
σ2 =入2
U 
(19) 
となる。 この表現を用いれば、それぞれの方向の
skewness 'Y"，、'YlJを次式で定めることができる。
'Y"， 
μs 
d 
λi 
'Yy = 工冨
、"lJ
(20) 
2で述べたように、基準点には種々の値を用いることが
できるが、本稿においては画像の基礎的な尺度として、
式(21)に示すよ，うに画像f(x，y)の重心を用いる。
g"， = μ1 
(21) 
glJ = λ1 
このように2次モーメントで規格化した3次モーメン
ト、つまり ske四nessによって画像の性質を評価するこ
とを試みる。
4.2 簡単な図形におけるskewness
これまでに述べてきたことは、画像f(x，y)を、濃淡
画像として説明してきたが、 2値函像にもそのまま適用
できる。さて、単純な画像に対して(20)で与えられる
ske切nessはどのようなふるまいを示すのであろう方、
一番簡単な図形として正3角形を選び、これが2値画像
で表された場合について、先ほど定めたske山nessの%
のふるまいを導いてみよう。ここでαは正3角形の重心
から底辺に下ろした垂線とu軸となす角度であって、こ
の3角形は図1のように角度aだけ回転しているものと
する。また、 hはlE3角形の高さである。
y 
A 
x 
C 
B 
図1正三角形の回転
さて、図lのlE3角形の3辺を各々、数式で表すと次の
ようになる。
AB :官1
BC:ω 
xtan(a+ i) +ギ弓
T 
xtana一明一一一cosa 
CA:ぬ = xt阻 (a-i) +一一工一一
一 (a-i) 
(22) 
これを用いると、正3角形の頂点、のz座標はそれぞ、れ次
のようになる。
xa = -2rsin白
Xb = 2rsin(a-i) (23) 
Xc = 2rsin(α+号)
したがって、正3角形の3次モーメントは次式で与えら
れる。
μ3 L-ω1 -y2向 +fω一仰向
(-2T由 α ゾE
J2Toin(α一幸)c叩(白+苦)c回目
×(2+Tm(白+予防3dx
+ tTain(吋}、/吉
J-2T血 α ∞s(a-i)∞sa 
x(子+rcos(由一:))z切
。"宝飾 5 
」す-sin3a (24) 
同様にして仰を求め、 (20)を用いるとz方向のske四百ess
'Y"，は次式で表される
ゾ吉ずE
= 一一":'sin3α (25) 
30h 
したがって正3角形をその重心を中心にして角度αだけ
回転させたとき、 z方向のskewness'Y"，は図2のような
ふるまいをなす。
T哀
o.oe 
0.06 
0.04 
、ー
‘、
-15 -30 15 30 .qS 
‘ . 、
『._ -0.06 一.也』
↑ ↑↑↑↑ 
<J~ムムc>
α[Vegree) 
図2 正三角形の角度とskewne酒E
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白 =0の場合、すなわち辺BCがz軸に平行に置かれた
場合は"('"= 0となり、図形が左右対称であることを表
している。 αを増加するにつれて%も大きくなり、非対
称性の尺度、つまり"('"は増加する。そしてこの場合、図
形は重心より右側の面積が大きくなるためにEの値を
とる。この傾向はα=30度で最大となり、自>30度で
は%が減少に転じる。
同様に、 aが負のとき、。が小さくなるにつれ、非対称
性が増加する。しかし、重心の左側の面積が大きくなる
ために、"('"は負の値をとる。考察に用いた図形はlE3角
形なので、 u方向のskewness"(yはz方向のske四ness
"('"とπ/6の差で同様の性質を示す二
4.3 3次モーメントの線形性
正3角形の場合のskewnessを求めたが、より複雑な
図からは基本となる小部分に分割できれば考察が容易
に進められる。そのため、次にske四nessを定めている
3次モーメントをとりあげ、その3次モ}メントの基本
的性質について述べることにする。まず、互いに共通
部分を持たない図形f(x，y)、g(x，y)を考える。これら
の共通の規準点に対し、 3次モーメントを求める演算子
をMとする。この時、図形f(x，y)とg(x，官)の和の図
形についての3次モーメントは、
Mj[f(x， y)+ g(x， y)]
tlい(}-ycos()仇 y)十g(x，y)]叫
tlい。一ycω州0例]3帥
+ tμdlいμ抑s訟in(}-yc偲os(}帥 ，y仰 U
M[f(x，y)+Mj匂(x，y)] (26) 
となる。つまり、ある図形の3次モ}メントはその図形
の共通部分を持たない和に分割した各々の3i'Xモ}メン
トの和に等しい。ここでは濃淡画像を念頭において議
論を進めているが、 2値画像の場合、和の演算は共通部
分を持たないことを考え合わせると論理和、あるいは
排他的論理和に置き換えることができる。このように3
次モ」メントは共通部分を持たないという条件付きで
線形性が成立しており、この性質は基礎的な解析に極
めて有用となる。しかし、 (18)で定められる北側ness
には線形性を期待することはできず、画像の尺度とし
てskewnessを用いて解析を進めることは極めて困難
である。そのため、以後はskewnessを算定する基礎と
なる3次モーメントによって画像の非対称性を表すこ
とを考え、その基本的な性質について考察を進めるこ
とにする。
5. 正n角形の3次モーメント
lEn角形をその重心がx-y平面の原点と一致するよ
うに配置したとき、 u軸周りの3次モーメントについて
考察する。ここで、前節で示した3次モーメントの線
形性から、正n角形はn個の2等辺三角形に分割できる
ことを用いて議論を進める。
5・1 正偶数角形の3~モーメント
ある画像が部分画像の和に分解できれば、その3次
モーメントは分解された画像の3次モーメントの和に
等しいことから、例えぽ、図3に示すようにな、 lE4角
形、あるいは正8角形を考えると、簡単な図形(リボ
ン形)に分割して考えることにする。
図=玄+t><]
号、閃マム
図3 lE2n角形の分解
これらのりボン形の重心はすべて、全体の画像の重心
と一致している。このリボン形の3次モ}メントを求
め、線形性を適用すれば、 E偶数角形の3次モーメン
トを求めることができる。これを図4を用いて考えて
みる。
う率長 令4や1ド令 向……しは明判て柑哨対柿称'" I .1 その3次モ一メントHは孟x_ 一+ミ兆ι~xOである
マト x_恭x 片側のx馳に対する鏡像が他方と対称になる場合、その3次モー メントIま0である.
図4リボン形の3次モーメント
図形が原点に対して対称であれば、これは3次モーメ
ントが0となることの十分条件であることから、図4の
3次モ}メントは明らかに0となる。つまり、リボン形
のz軸の正領域をz軸に関して鏡像変換を施しても、割
方向の3次モーメント%には影響しない。このような
181 
で与えられる。これより、 2等辺3角形の3次モーメン
トMo(O，s，r)は
3次モーメントによる画像の非対称性評価法
Mo(I)，s，r) 
f45ff ec"( 十 1)sec(~ -1)) sinsdx 
1741 f (-x ∞s ~ cscOsec(~ -0) + x3rcscO)dx 
2 sec3 ~ 10 _，_ s ， 3s 一→(3sinー +sin ~::) COS 0 20 
十γ2S句3Z〆 3s n.- s、ーー一一~(2sin 一一一 2sin c:. ) cos 31) 20 、 2 2' 
C1(s、r)∞sO+ C2(s、r)cos31) 
変換を施せば¥リボン形はu軸に対して線対称にできる
から、このときの3次モーメントは0になる。このよう
に、正偶数角形は互いに共通部分を持たないリボン形
の和に分解できることから、次に全体の3次モ」メン
トについて考察する。これは分解したリボン形の和に
なるから4.3で述べた線形性より、全体の3次モーメン
トは、 2符を角度2π/nおきに求めたリボン形の3次モー
メントの総和に等しい。ところで、個々のリボン形の
3次モーメントは上述の通り Oであったから、正偶数角
形の3次モ}メントは図形の回転角。に関わらず0にな
ることが予想される。
(30) 
(31) 
(32) 
となる。
但し
s = 2r/π 
d5 附3E3Pβ
C1(s，r) = =-ι ιー(sin 十3sinー )20 2 
正奇数角形の3次モーメント
次に正奇数角形の場合について考察する。正奇数角
形の場合は先ほど示した、正偶数角形のように簡単な
図形(リボン形)を用いて示すことができない。ところ
で、正n角形は図5のようにその角数と同じ2等辺3角
形に互いに重なることなく分割できる。
5-2 
(33) 
J2 sec3 ~ 1. _ 3s β、
C2(s， r)= --~ーム (sin ~:: -sinー )20 2 ---2ノ
である。一、/'1 
Z等辺3角形に分裂させる
A 
y 
<J..ヤ晶ム&マ&じ〉
〆
圃吋酔
〆b
Z聾週3角事由
モー メントをまめる
全てのモー メント告
加え合わせる
X 
このようにして、 2等辺3角形の3次モーメントを求
めることができた。さて、 lEn角形(n;奇数)ではn個の
2等辺3角形の和に分解できることから全体の3次モー
メントは、。を
C 
2等辺3角形の3次モ}メント
Xb x aB 
図6
図5奇数角形の3次モーメントを求める過程
よって、ここでは先ず、 2等辺三角形の頂点周りの3次
モーメントを求め、次にこれをn個加えることにより、
E奇数角形の3次モーメントを求める。まず、図6のよ
うな2等辺3角形を考える。。は2等辺3角形の回転角、
3は2等辺のなす角度、けま2等辺3角形の高さである。
ここではlEn角形の一辺ACがu軸と平行になる場合を
6の基準に選んでいるため、図1の回転角αとは90度の
差がある。このように、原点にその2等辺をなす頂点
があり、原点を中心に回転する2等辺3角形の3次モー
メントMo(I)，s，r)を求める。ここで、図6の2等辺の3
辺を表す式はそれぞれ、
(34) 
ずつ増加させながら、 n個の2等辺3角形の3次モーメ
ントを求め、これを加え合わせれば得られる。結局、正
目角形(n;奇数)の3!kモ}メント Poly(O，n，r)は次式
のように表せる。
?
ー ? ?
?
????。
(27) 
であることから、これらの交点A、Cのz座標九、 xc
は、
? ???
????
?
?? ????
?
?
?
AB yl 
BC y2 
CA 白 y3
(35) 
2ニ~ 2π2π 
Poly(帆 r)=記Mo(1)+γτ， r)
(28) 
(29) 
s， _ s 
αニ γcos(1)十一)sec;:;' 2' 2 
s， _ s 
c-川 os(1)一一)sec;:;' 2' _--2 
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これを用いて、例えば、正5角形の3次モーメントを数
値計算すると、
Poly(lJ， 5， r)= 0 (36) 
となる。また、 5.1で述べた正2n角形についても
Pol百(1J，4，r)=0 (37) 
のようになる。
従って、正π角形の3次モ)メントをまとめて記すと、
Poly(!)， n， r)
= fギ三cos3!} (n = 3) 附
l 0 (n三4)
となることが明らかlこなった。
6. まとめ
本稿では提案する ske包nessがどのような変化をす
るかを、一例として正3角形を傾けた場合について示
し、図形の角形が増えるとどのようになるかを考察し
た。また、ここでは図形を2値画像として説明してきた
が、これは濃淡画像へもそのまま応用できる。そして、
考え方としては以下の3つの条件を前提としてきた。
1.座標系が決定していること。
2目規準となる座標(例えば重心)が決定している。
3目各走査線のskewn田sは走査線の面積を重みとし
て考慮する。
これらの条件の元で、図形の対称性が尺度化でき、非
対称性が数値化できることになる。また、重心から測
定した3次モ}メントは正3角形を除いてすべて0とな
る結果を得た。これからの結果は4角形以上の多角形
を正多角形とそれ以外に分類できる尺度として利用す
ることを示唆しており、今後の応用が期待される。
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